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5.  CHƯƠNG 5: HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH 

5.1 KHÁI NIỆM VỀ HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH 

5.1.1  Dạng tổng quát của hệ phương trình tuyến tính 

Hệ m phương trình tuyến tính n ẩn có dạng tổng quát: 

        (5.1) 
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Hay      ,  i = 1, ..., m i
n

j
jij bxa =∑

=1

Trong đó    là n ẩn, nxxx ,...,, 21

   là hệ số của ẩn thứ j trong phương trình i, ija

   là vế phải của phương trình thứ i; i = 1,..., n; j = 1,..., m.  ib

Khi các vế phải  thì hệ phương trình được gọi là thuần nhất. 0=ib

 Nghiệm của hệ phương trình là bộ gồm  số n ( )nxxx ,...,, 21  sao cho khi thay vào (5.1) 
ta có các đẳng thức đúng. Giải một hệ phương trình là đi tìm tập hợp nghiệm của hệ. Hai hệ 
phương trình cùng ẩn là tương đương nếu tập hợp nghiệm của chúng bằng nhau. Vì vậy để giải 
một hệ phương trình ta có thể giải hệ phương trình tương đương của nó.  

5.1.2  Dạng ma trận của hệ phương trình tuyến tính 

 Với hệ (5.1) ta xét các ma trận: 

  ,   ,    (5.2) 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...

...

...

21

22221

11211

MOMM
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

mb

b
b

B
M
2

1

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nx

x
x

X
M
2

1

 81



Chương 5: Hệ phương trình tuyến tính 

A , B , X  lần lượt được gọi là ma trận hệ số, ma trận vế sau và ma trận ẩn. Khi đó hệ 
phương trình (5.1) được viết lại dưới dạng ma trận:    

BAX =        (5.3) 

5.1.3  Dạng véc tơ của hệ phương trình tuyến tính 

Nếu ta ký hiệu véc tơ cột thứ i của ma trận A  là  và véc tơ vế 

sau , thì hệ (5.1) được viết dưới dạng véc tơ: 

m
miii aav ∈= ),...,( 1

m
mbbb ∈= ),...,( 1

   bvxvxvx nn =+++ ...2211     (5.4) 

Với cách viết này ta thấy rằng hệ phương trình (5.1) có nghiệm khi và chỉ khi 
. { }nvvSpanb ...,,1∈

5.2 ĐỊNH LÝ TỒN TẠI NGHIỆM 

Định lý 3.18: (Kronecker-Kapelli) Hệ phương trình (5.1) có nghiệm khi và chỉ khi 

)~()( ArAr =  trong đó A~  là ma trận có được bằng cách bổ sung thêm vào ma trận hệ số A  một 
cột cuối là vế phải của hệ phương trình.  

       (5.5) 
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Chứng minh: Hệ (5.1) có nghiệm khi và chỉ khi tồn tại  sao cho 

. Nghĩa là  được biểu diễn thành tổ hợp tuyến tính của { }. 

Vậy . Do đó  

n
nxxx ∈,...,, 21

bvxvxvx nn =+++ ...2211 b nvv ,...,1

),,...,(),...,( 11 bvvrvvr nn = )~()( ArAr = . 

5.3 PHƯƠNG PHÁP CRAMER 

Định nghĩa 5.1: Hệ n phương trình tuyến tính n ẩn có ma trận hệ số A  không suy biến được 
gọi là hệ Cramer.  

Định lý 5.2: Mọi hệ Cramer đều tồn tại duy nhất nghiệm. Cụ thể 

hệ   ,  i = 1, ..., n  có nghiệm i
n

j
jij bxa =∑

=1
DDx ii = , i = 1,..., n; 

Trong đó  { }niii vvvvvDAD ,...,,,,...,det 111 +−== B  

   { }niii vvbvvDD ,...,,,,..., 111 +−= B    (5.6) 
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iD  là định thức của hệ các véc tơ cột là các hệ số của hệ phương trình nhưng véc tơ cột thứ 
i được thay bởi véc tơ cột vế sau. 

Chứng minh: 0det ≠A   ⇒ hệ { }nvv ,...,1  là một cơ sở của . Do đó  được biểu 

diễn duy nhất thành tổ hợp tuyến tính của 

n b
{ }nvv ,...,1 . Nghĩa là tồn tại duy nhất  

sao cho 
nxxx ,...,, 21

bvxvxvx nn =+++ ...2211 .  

Gọi  là cơ sở chính tắc của . Khi đó: { nee ,...,1=B }

DxvvvvvDx iniiii

n
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1
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{ } == +− ,...,,,,..., 111B   ⇒  DDx ii = , i = 1,..., n; 

Giải hệ phương trình tuyến tính trường hợp tổng quát 

Giả sử hệ phương trình có nghiệm, do đó ),,...,(),...,( 11 bvvrvvr nn = . Giả sử 

; ),...,(),...,( 11 pn vvrvvr = np ≤  (trong trường hợp khác cách giải hoàn toàn tương tự). Với 

giả thiết này p  véc tơ hàng phía trên của A  tạo thành hệ độc lập tuyến tính tối đại của hệ các véc 

tơ hàng của A . Vì vậy hệ (5.1) tương đương với  phương trình đầu p
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Hệ phương trình trên được viết lại: 
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đây là hệ Cramer có vế sau phụ thuộc vào các ẩn . Vậy hệ có vô số nghiệm 

phụ thuộc  . 

np xx ,...,1+

np xx ,...,1+

Ví dụ 5.1: Giải và biện luận theo tham số λ  hệ 
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Từ ví dụ 4.12 chương 4 ta có  . 3)1)(3(det −+= λλA

♦ Khi 1,3 ≠−≠ λλ : Hệ đã cho là hệ Cramer nên có nghiệm duy nhất. Ngoài ra vai trò 
của các ẩn trong hệ đều như nhau, do đó nghiệm của hệ: 

 4321 xxxx ===    ⇒
3

1
4321 +

====
λ

xxxx  

♦ Khi 1=λ :  1)~()( == ArAr , hệ phương trình đã cho tương đương với phương trình 

 14321 =+++ xxxx  

Hệ phương trình có vô số nghiệm 4321 1 xxxx −−−=  với  tuỳ ý. 432 ,, xxx

♦ Khi 3−=λ : 0det =A  ⇒  4)( <Ar  (theo Ví dụ 3.18 3)( =Ar ) nhưng ma trận bổ 

sung A~  có định thức con cấp 4 

064

1311
1131
1113
1111

≠=

−
−

−
   ⇒  4)~( =Ar   ⇒  hệ vô nghiệm. 

 

5.4 PHƯƠNG PHÁP MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO 

Định lý 5.3:  Hệ Cramer  ,  i = 1, ..., n, với các ma trận tương ứng i
n

j
jij bxa =∑

=1
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5.5 GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH BẰNG PHƯƠNG PHÁP KHỬ GAUSS 

 Ta có thể kiểm tra được rằng: khi thực hiện các biến đổi sơ cấp sau lên các phương trình 
của hệ thì sẽ được hệ mới tương đương: 

 • Đổi chỗ hai phương trình; 

 • Nhân, chia một số khác 0 vào cả 2 vế của một phương trình; 

 • Cộng vào một phương trình một tổ hợp tuyến tính các phương trình khác. 

Giải hệ phương trình tuyến tính bằng phương pháp khử Gauss là thực hiện các phép biến đổi 

sơ cấp (có thể đổi chỉ số các ẩn nếu cần) để đưa hệ phương trình (5.1) ; i = 1,..., m  

về hệ tương đương  ;  

i
n

j
jij bxa =∑

=1

i
n

j
jij bxa '''

1
=∑

=

i = 1,..., m. Các ẩn  là các ẩn   nhưng có thể thay đổi thứ tự chỉ số và 
ma trận bổ sung của hệ mới có dạng 

nxx ',...,'1 nxx ,...,1

 

       (5.7) 
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♦Nếu một trong các  khác 0 thì có phương trình mà vế trái bằng 0, vế phải 

khác 0 nên hệ vô nghiệm. 
mp bb ',...,' 1+
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♦Nếu  thì hệ đã cho tương đương với hệ  phương trình 0'...' 1 ===+ mp bb p
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   (5.8) 

Ta được các nghiệm   phụ thuộc . pxx ',...,'1 np xx ',...,' 1+

 Chú ý rằng khi ta biến đổi tương đương lên các phương trình thì thực chất là biến đổi các 
hệ số trong các phương trình. Vì vậy khi thực hành ta chỉ cần biến đổi ma trận bổ sung (5.5) của 
hệ để đưa về ma trận có dạng (5.7), từ đó suy ra nghiệm của hệ phương trình. 

Ví dụ 5.2: Giải hệ phương trình  
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Ví dụ 5.3: Giải và biện luận theo tham số  hệ phương trình m
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Hệ đã cho tương đương với hệ:   
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Ví dụ 5.4: Giải hệ phương trình   
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Hệ đã cho tương đương với hệ: 
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5.6 HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH THUẦN NHẤT 
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    (5.9) 

 

Rõ ràng rằng với hệ phương trình tuyến tính thuần nhất (5.9) thì nArAr ≤= )()~(  và 

luôn có nghiệm tầm thường 0...1 === nxx .  

Định lý 5.4:  

a)  Hệ (3.14) chỉ có nghiệm tầm thường khi và chỉ khi nAr =)( . 

b)  Nếu npAr <=)(  thì nghiệm của hệ (5.9) là không gian con pn −  chiều của . n

Chứng minh: Ta chứng minh b). Thực hiện các biến đổi tương đương lên ma trận bổ sung 
(5.8) của hệ để đưa về hệ tương đương với ma trận bổ sung có dạng   

   

       (5.10) 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0     0                       0
0     0                       0
0                 1              

0                               1

  

Suy ra nghiệm có dạng      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=

++=

−+

−+

nppnppp

npnp

xcxcx

xcxcx

' ... ''
.........................................

' ... ''

11

11111

 

Trong đó  là một hoán vị của . Để đơn giản ta giả sử  )',...,'( 1 nxx ),...,( 1 nxx nn xxxx == ',...,' 11  
(trường hợp khác được chứng minh tương tự), khi đó tập hợp nghiệm: 

{ }∈++++ ++−+−+ npnpnppnppnpnp xxxxxcxcxcxc ,...,),...,,...,...,... 11111111(  
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Chương 5: Hệ phương trình tuyến tính 

{ }∈++= +−−+ nn xxxccxcc pppnpnpp ,...,1,...,0,0,,...,...0,...,0,1,,..., 111111 )()(  

là không gian con pn − chiều của . n

Định lý 5.5: Giả sử  ),...,( 1 nxx  là một nghiệm của phương trình không thuần nhất (5.1) thì 

 là nghiệm của phương trình thuần nhất tương ứng (5.9) khi và chỉ khi ),...,( 1 nxx ),...,( 11 nn xxxx ++  
là nghiệm của phương trình (5.1). 
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